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 اری نمایید.شود، بنابراین از مچاله و کثیف کردن آن جداً خوددکامپیوتری تصحیح میصورت نیمهنامه بهاین پاسخ .1

نامه با مشخصات صفحات پاسخکه حتی یکی از . مشخصات خود را با اطلاعات بالای هر صفحه تطبیق دهید. در صورتی2
 خوانی ندارد، بلافاصله مراقبین را مطلع نمایید.شما هم

محل پاسخ سؤال دیگری شده خود بنویسید. چنانچه همه یا قسمتی از جواب سؤال را در . پاسخ هر سؤال را در محل تعیین3
 گیرد.ای تعلق نمیبنویسید، به شما نمره

 امکان ارائه هیچ گونه برگه اضافه وجود نخواهد داشت.نامه به نام شما صادر شده است، های پاسخکه برگه. با توجه به آن4
 نویس نمایید.نامه پاکنویس، حل کرده و آنگاه در پاسخشود ابتدا سؤالات را در برگه چرکلذا توصیه می

صورت ناشناس انجام خواهد شد. لذا از درج هرگونه نوشته یا . عملیات تصحیح توسط مصححین، پس از قطع سربرگ، به5
دهنده صاحب برگه باشد، خودداری نمایید. در غیر این صورت تقلب محسوب شده و در هر علامت مشخصه که نشان

 د محروم خواهید شد.ای که باشید از ادامه حضور در المپیامرحله

 کنید، در غیر این صورت برگه شما تصحیح نخواهد شد.ها در چهار گوشه صفحه و بارکدها خودداری . از مخدوش کردن دایره6

. همراه داشتن هرگونه کتاب، جزوه، یادداشت و لوازم الکترونیکی نظیر تلفن همراه، ساعت هوشمند، دستبند هوشمند و 7
راه داشتن این قبیل وسایل حتی اگر از آن استفاده نکنید یا خاموش باشد، تقلب محسوب تاپ ممنوع است. هملپ

 خواهد شد.

آموزانی که به صورت آزمایشی در آموزان پایه دهم و یازدهم )به جز دانشکنندگان در دوره تابستانی از بین دانش. شرکت8
 شوند.اند( انتخاب میاین آزمون شرکت کرده

 نمره است. 15ال . بارم هر سؤ9

 

 .نیستحساب مجاز استفاده از ماشین



 

کنیم. در ، را قرمز میABخط و وسط پاره A ،B، به غیر از نقاط ABخط قرار دارند. یکی از نقاط روی پاره Bو  Aروی خطی دو نقطة متمایز  -1

نقطة  کنیم وصف مینکنیم، سپس فاصلة نقطة جدید تا همان نقطه را قرینه می Bو  Aهر مرحله یک نقطة قرمز را نسبت به یکی از نقاط 

پس فاصلة نقطة حاصل سقرینه کنیم  Aرا نسبت به  Pتوانیم یک نقطة قرمز باشد می Pکنیم. برای مثال در شکل زیر اگر حاصل را قرمز می

 برسیم و آن را قرمز کنیم. P1را نصف کنیم تا به نقطة  Aتا 

 

 قرمز شود؟ ABآیا ممکن است پس از متناهی مرحله نقطة وسط  

 

 nعلیه ومکه عدد حاصل مقسنامیم اگر رقم صفر نداشته باشد و بتوانیم یکی از ارقامش را حذف کنیم به طوریرا خوب می nعدد طبیعی  -2

است. ثابت کنید  25علیه شود که مقسوممی 5را حذف کنیم عدد حاصل برابر با  2یک عدد خوب است زیرا اگر رقم  25شود. برای مثال 

 عداد اعداد خوب متناهی است.ت

 

 Xرا در  wبرای بار دوم  DEمماس است و  ADو  BCبر  Fو  Eدر نقاط  wمفروض است.  wبا دایره محاطی  ABCDچهارضلعی محیطی  -3

 محاطی است. AFXCمماس باشد، ثابت کنید چهارضلعی  CDو  ABبر خطوط  DXFکند. اگر دایره محیطی مثلث قطع می

 

4- n محیط دایرة  نقطه رویw ای با شعاع کمتر از دانیم دایرهقرار دارند. میw  وجود دارد که همةn روی آن باشند. ثابت کنید  نقطه داخل یا

 وجود دارد که دو سر آن جزء نقاط نباشند و همة نقاط در یک سمت آن قرار گیرند. wقطری از 

 

 وجود دارند که  zو  x ،yاز این اعداد مانند  اند. ثابت کنید حداقل سه تاعدد حقیقی داده شده 1400 -5

(x y)(y z)(z x)

x y z

  


  4 4 4
9

10001
 

 

باشد و هر عدد برابر با  2021که حداقل یکی از اعداد عدد طبیعی )نه لزوماً متمایز( دور دایره وجود دارد به طوری 1400آیا چینشی از  -6

ایره باشند باید داشته دپنج عدد متوالی دور  eو  a ،b ،c ،dرای مثال اگر مجموع ب.م.م دو عدد بعدی و ب.م.م دو عدد قبلی خود باشد؟ ب

cباشیم  (a,b) (d,e) . 

  



 :1سؤال 

س از متناهی مرحله باشد. فرض کنید پ 2منطبق بر  Bمنطبق بر صفر و  Aکه گیریم به طوریخط داده شده را محور اعداد حقیقی در نظر می

سبت به یکی از نقاط را ن Bو  Aقت کنید عمل عکسِ عکل تعریف شده در صورت مسئله به این شکل است: یکی از دو نقطة قرمز شود. د 1نقطة 

قرمز  xگر نقطة د. پس اکنیم. نقطة حاصل نیز باید یک نقطة قرمز باشکنیم، سپس نقطة حاصل را نسبت به همان نقطه قرینه میقرمز قرینه می

x6و  x2مرحلة قبل باید یکی از نقاط  شده باشد طبق عمل عکس، در قرمز شده است در مرحلة قبل یکی  1قرمز شده باشند. از آنجا که  2

xدهیم اگر نقطة اند. حال نشان میقرمز شده 4و  -2از نقاط  ( , ] [ , )   1 2 اند قبل از آن قرمز شدهقرمز باشد نقاطی که در مراحل  4

x، یکی از دو نقطة x1نیز همه باید در همین بازه قرار داشته باشند. طبق عمل عکس، در مرحلة قبل از قرمز شدن  xو  12 16 قرمز  2

 اند. حال دقت کنید کهشده

x  16 2 xیا        2  110 6 xو           2  12 xیا            8  14 2  

xپس  xو  12 16 )نیز هر دو در بازة  2 , ] [ , )   2 توانیم از این بازه خارج شویم که با انتخاب گاه نمییچقرار دارند. در نتیجه ه 4

 تواند قرمز شود.پس از متناهی مرحله نمی ABاولین نقطة قرمز در تناقض است. پس فرض اولیه غلط بوده و نقطة وسط 

 

 :2سؤال 

تنها یک رقم است که با حذف آن به یک  bدهیم که مینشان  abcرا به شکل  nیک عدد خوب باشد. ارقام عدد طبیعی  nفرض کنید 

aکنیم که ابتدا حالتی را بررسی میممکن است از چند رقم تشکیل شده باشند.  cو  aرسیم اما می nعلیه مقسوم 0 همچنین فرض کنید ،b  از

tامِ باشد. پس در واقع داریم  tسمت راست رقم  tn a b c  110 tرا حذف کنیم به عددی  bو اگر رقم  10 a c 110 رسیم. در نتیجه می 

t t t

t t

t t

a c a c c
a c | b c

a c a c
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|tدقت کنید که  b c | 110 tحداقل دو رقم داشته باشد،  aرقم دارد. حال اگر  tحداکثر  9 a c 110  حداقلt 1  رقم دارد پس تنها حالت

tممکن این است که  b c 110 tدهد برابر با صفر باشد. این نیز نتیجه می 9 | c110  که امکان ندارد زیراtc  باید یک رقم  a. در نتیجه 110

 داشته باشد. توجه کنید که

t t t t( a c) a c a b c       1 12010 2 10 20 10 10 

tپس اگر قرار دهیم  t ta b c k ( a c)    1 110 10 kشود ، نتیجه می10   توان نوشت. از طرف دیگر می20

t t(( k)a b) c (k ) c(k )|      1 110 10 1 10 1 

,t(cاول است. اگر  t15و  t12نسبت به حداقل یکی از دو عدد  cرقم صفر ندارد  nاز آنجا که  ) 12  شودآنگاه طبق لم اقلیدس نتیجه می 1

  



t tk k t|       1 12 1 2 1 19 5  

,t(cحالتی که  ) 15 tدهد نیز به طور مشابه نتیجه می 1  aغ حالت رقمی است. حال به سرا 6حداکثر  nپس  2 0 رویم. در این حالت می

tnداریم  b c 110  و با حذفb  به عددc رسیم. در نتیجهمی 

t tc b c c b| |  1 110 10 

,t(cداریم. اگر  cمشابه قبل دو حالت برای  ) 12  شودطبق لم اقلیدس نتیجه می 1

t t t t tc b c b t|             1 2 1 1 25 10 5 5 9 2 45 7 

t(cبرای حالت  , )15 شود نیز مشابهاً نتیجه میt   رقم دارد و تعداد اعداد خوب متناهی است. 7حداکثر  nپس  3

  .3سؤال 

 wو  های خارجی دوایر مماس مشترک CDو  ABنامیم. دقت کنید که خطوط می را  FXو عمودمنصف  را  DXFدایره محیطی مثلث 

 را نسبت به  FDباشد. اگر خط  نسبت به  Aقرینه  Zمماس باشد و  بر  Yدر  ABقرینه یکدیگرند. فرض کنید  هستند، پس نسبت به 

 گذرد.نیز از خط می XYگذرد، می Aاز  FDشود پس از آنجا که تبدیل می XYقرینه کنیم به خط 

 

نشان دهیم دایره  دارند و اگر روی یک دایره قرار Zو  A ،F ،Xالساقین است پس چهار نقطه ذوزنقه متساوی AFXZواضح است که چهارضلعی 

 شود. دقت کنید کهگذرد حکم ثابت میمی Cاز  FXZمحیطی مثلث 

  



FXD
BEF FXE FDC     

2
 

 محطی است. در نتیجه FECDپس چهارضلعی 

FCZ FCD FED FEX FXY FXZ           180 

 شود.دهد و حکم نتیجه میرا نشان می FXZCکه محاطی بودن چهارضلعی 

 .4سؤال 

قطع کند. نشان  Bو  Aرا در  wکنیم تا رسم می OOخطی عمود بر  Oمرکز دایرة با شعاع کمتر باشد. از  Oو  wمرکز  Oنید فرض ک

POOروی آن قرار داشته باشد. واضح است که  یا Oنسبت به  ABطرف دیگر  Pقطر مورد نظر است. فرض کنید نقطة  ABدهیم می  90 

POدر نتیجه  PO  پس .P تواند یکی از نمیn  نقطه باشد زیرا فاصلة هر یک از این نقاط ازO  کمتر از فاصلة آن ازO  است. این نتیجه

 شود.قرار دارد و حکم ثابت می Oقرار دارند که  ABرف دهد همة نقاط همان طمی

 .5سؤال 

cقرار دهید  
9

1000
nو   1400کنیم برای هر سه عدد کنیم، یعنی فرض می. فرض خلف میx ،y  وz که z y x  داشته باشیم 

(1 )                           (z y) (y x) (z x) c(x y z )      4 4 4 1  

a)داریم  bو aدقت کنید که برای هر دو عدد حقیقی  b) ab 2 a)، زیرا این نامساوی معادل است با 4 b) 2 که درستی آن واضح است.  0

 توان نوشتحال با استفاده از این نامساوی می

(2 )              (z x) (z y)(y x) (z x) (z y)(y x)(z x)         2 34 4  

                 
( )

c (x y z )

c (x z )

   

  

1
4 4 4

4 4

4 1

4 1
  

 دهدتوجه کنید که نامساوی آخر نتیجه می

(3 )  z x c  3 4  

 توان نوشت( می2همچنین از طرف دیگر طبق )

(4 )  (z x)
c

x z






3

4 4
4  

  



a)دقت کنید که  b) (a b )  2 2 a)زیرا این نامساوی معادل است با  22 b) 2  شود. با دو بار استفاده از این نامساوی نتیجه می0

(5 )           
( )

(z x) (x z ) (x z ) c z x
z x c

         


4
4 2 2 4 4 8 28 4  

nxحال فرض کنید اعداد داده شده  x x  1 kد شو( نتیجه می3باشند. از ) 2 kx x c   3
2  در نتیجه 4

n
n

x x c c
c

n

 
      

 
 

 
 

1
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2 1 2 874
2 10000

1
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 شود.که تناقض است. پس فرض اولیه غلط بوده و حکم ثابت می

 :6سؤال 

ارد و تنها یز خواص مسئله را دنتقسیم کنیم چینش جدید  kباشد. در این صورت اگر همه اعداد را بر  kفرض کنید ب.م.م همه اعداد دور دایره برابر با 

 است. 1ر دایره برابر با کنیم ب.م.م اعداد دواست. پس فرض می 2021های علیهتفاوت آن این است که حداقل یکی از اعداد برابر با یکی از مقسوم

 است. 1ب.م.م هر سه عدد متوالی برابر با  .1لم 

ند. از تساوی را داشته باش pعامل مشترک  cو  a ،bعدد پنج عدد متوالی دور دایره باشند و سه  eو  a ،b ،c ،dبرهان. فرض کنید 

c (a,b) (d,e)  شود نتیجه میd  وe بر نیز p پذیرند و به همین ترتیب همه اعداد دور دایره بر بخشp شوند، پس پذیر میبخشp  باید برابر

 است. 1باشد و این یعنی ب.م.م هر سه عدد متوالی  1با 

cسه عدد متوالی دور دایره باشند آنگاه  cو  a ،bاگر  .2لم  (a,b). 

 شود.که ب.م.م همواره عددی مثبت است حکم نتیجه میبرهان. از شرط مسئله و این

دو عدد  ند. از آنجا که مجموعبه همین ترتیب دور دایره قرار داشته باش tو  x ،m، zعدد بیشینه بین تمام اعداد دور دایره باشد و  mفرض کنید 

mشود. همچنین  تواند در بین اعداد دور دایره ظاهرنمی 1است،  2طبیعی حداقل    4و  3، 2بر هیچ یک از اعداد  2021است زیرا  4

mپذیر نیست. طبق تساوی بخش (x, y) (z, t)   یکی از اعداد(x, y)  و(z, t)  باید حداقلm

2
فرض باشد. بدون کاسته شدن از کلیت مسئله  

mکنیم می
(x, y) 

2
x. اگر  y  از دو عدد حداقل آنگاه یکیm  است و از آنجا کهm  عدد بیشینه بود باید برابر باm .2طبق لم  باشد ،y 

mباشد پس باید داشته باشیم  mتواند برابر با نمی
y 

2
xو   mدهد . این نیز نتیجه میm

(z, t) 
2

باشد  mبرابر با  تواندنمی z. مشابه قبل 

mپس 
z 

2
xرسیم. پس فرض به تناقض می 2متوالی هستند طبق لم  zو  y، m. اما از آنجا که  y شود و باید داشته باشیم باطل می

m
x y 

2
,w)شود نتیجه می 1باشد. از لم  x ،wحال فرضص کنید عدد قبل از   x) 1 توان نوشتپس می 

  



x (w,x) (m,z) (m,z) x m|     1 1 

mفرد باشد، از آنجا که  mاگر 
x m


 

1
2

mباد داشته باشیم   m


1
2 2

mدهد که نتیجه می   mو این با فرض  3  در تناقض است.  4

mباید زوج باشد و از آنجا که  mپس 
x m 

2
mتنها حالت ممکن  

x  1
2

mاست. پس  
(m, z) 

2
mدهد که نتیجه می 

z 
2

. از طرف 

 دیگر داریم

m m m m m
m (x, x) (z, t) ( , t) m| |          1 1 1 1 4

2 2 2 2 2
 

mکه این نیز با فرض    در تناقض است. پس چنین چینشی وجود ندارد. 4
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