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مقدمه مؤلفان؛

 این کتاب با هدف ایجاد یک متن آموزشی جامع و کامل برای مبحث جبر مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران 
نگاشته شده  است. سعی نویسندگان بر آن بوده تا با استفاده از تجارب سال ها تحصیل و تدریس و تالیف 
در زمینه المپیاد ریاضی، و بهره گیری از آثار مکتوب سایر کشورهای دنیا در این حوزه، اثری ایجاد شود که 

پاسخ گوی همه نیازهای دانش پژوهان محترم المپیاد ریاضی کشور در درس جبر باشد.
 از آن  جایی که این کتاب برای آمادگی در مرحله دوم المپیاد ریاضی نگاشته شده، لازم هست پیش از 
شروع مطالعه این اثر، خواننده در حد مطالب مطرح در مرحله اول المپیاد ریاضی با مباحث آشنایی داشته 

باشد. برای نمونه کتاب جبر مرحله اول، نوشته مهدی صفا، از نشر گچ، پیش نهاد می شود.
 ساختار کتاب

کتاب شامل سه بخش اصلی است که به ترتیب به مباحث نامساوی ها، توابع و چندجمله ای ها اختصاص 
یافته اند. بخش چهارم هم شامل راه حل های تمرین های پایانی هر فصل است. در هر فصل، ابتدا قضیه ها 
و گزاره های مورد نیاز با اثبات آورده شده اند. سپس مثال هایی ارائه شده که با مطالعه آن ها هم آموزش 
مطالب مورد هدف فصل محقق می شود و هم خواننده با ایده های مختلف به کارگیری مطالب آشنا خواهد 
شد. سعی شده مثال های فصل ها به ترتیب آسان به سخت مطرح شوند. پیش نهاد می شود دانش پژوهان 
محترم سعی کنند تا حد ممکن روی مثال ها فکر کنند. در پایان هر فصل هم تمرین هایی قرار داده شده 
ابتدا به  که اکیدا توضیه می شود به منظور تعمیق آموخته  ها و رشد قدرت حل مسئله خوانندگان، حتما 
اندازه کافی روی سوال ها فکر بشود و تنها در صورت ناامیدی کامل از حل هر سوال، به راه حل آن در 

بخش چهارم رجوع شود.
یافته اند. معمولا  اختصاص  واسطه ها و کوشی-شوارتز  نامساوی های  به  ترتیب  به  دو  و  فصل های یک 
همین میزان اطلاعات برای حل سوال های نامساوی مرحله دو کفایت می کند، اما خوانندگان علاقه مند 
می توانند نامساوی های جایگشتی و چبیشف و هولدر را در فصل سه مطالعه کنند. در فصل چهارم نیز 

برخی ایده های مورد استفاده در نامساوی ها به طور اختصاصی معرفی شده اند.
از فصل پنجم، بخش دوم کتاب، یعنی تابع آغاز می شود؛ که در آن به برخی مباحث پایه ای مربوط به 
توابع پرداخته ایم. در فصل های ششم و هفتم، به ترتیب توابع حقیقی و صحیح را به طور مجزا و مفصل 
مطالعه می کنیم. فصل های هشتم و نهم مربوط به نامساوی های تابعی و توابع سقف و کف هستند. این 
دو فصل از جمله مباحث منحصربه فرد این کتاب در بین آثار موجود در کشور هستند و در دور اول مطالعه 

کتاب می توان از آن ها صرف نظر کرد.



در بخش سوم سعی شده است مباحث مربوط به چندجمله ای ها در حد توان به صورت عمیق و مفصل ارائه 
شوند. طبق آخرین اطلاع نویسندگان، حتی در آثار بین المللی منتشر شده به زبان انگلیسی، معمولا در بخش 
چندجمله ای ها ضعف های زیادی مشاهده می شود. به همین خاطر بنا بر آن بوده تا در اثر پیش رو این خلاء 
متناسب با سطح و هدف این کتاب برطرف شود. در فصل دهم مفاهیم و مباحث پایه ای مربوط به چندجمله ای ها 
بررسی شده اند. چندجمله های با ضرایب صحیح اما به خاطر اهمین ویژه شان به طور مجزا در فصل یازدهم 

مطالعه شده اند. فصل پایانی و دوازدهم کتاب هم به معادلات چندجمله ای اختصاص یافته است.
 در ادامه ذکر دو نکته ضروری است:

نکته اول: طبق توصیه ریاضی دان ها، و المپیادی های بزرگ سال های گذشته کشورمان، و نیز توصیه معلمین 
خوب المپیاد ریاضی و تجربه نویسندگان، بخش اعظم فرآیند یادگیری ریاضیات، با فکر کردن عمیق و طولانی 
روی مسائل و تمرین ها محقق می شود. هر چه بیش تر و عمیق تر روی مسئله ها فکر کنیم، هم یادگیری مان 
عمیق تر می شود و هم ایده های بهتر و زیباتری برای حل سوال ها نصیب  انسان خواهد شد. به همین خاطر 
هرگز کیفیت مطالعه را فدای کمیت آن نکنید! و همیشه در نظر داشته باشید، زمانی که در حال فکر کردن روی 
مسئله ای هستید، اگر با وجود به کارگیری ایده های متعدد، مسئله حل نشود و خود را با بن بست مواجه ببینید، 
به هیچ عنوان وقت شما تلف نشده  و بلکه دقیقا در همان زمان ها و پشت همان بن بست ها در حال رشد و 

پیش رفت بوده اید!
اشتباه  با کم ترین  تا مطالب  اثر حاضر همواره تلاش کرده اند  نکته دوم: نویسندگان حین نگارش و ویرایش 
ممکن در اختیار خوانندگان قرار بگیرد. اما با این وجود احتمالا مواردی بوده که تا زمان چاپ کتاب از نظرها دور 
مانده اند. ابتدا از همه خوانندگان محترم بابت این اشتباه های باقی مانده احتمالی عذرخواهیم و ممنون خواهیم 
بود اگر این اشتباهات و هرگونه نظر یا انتقاد یا پیشنهاد خود را درباره این اثر از طریق آیریسک )irysc.com( با 
ما درمیان بگذارید تا انشاءالله در نسخه های بعدی مدنظر قرار بگیرند. همچنین برای ارتباط مستقیم با مولفین، 

سایت و آدرس ایمیل زیر پیش بینی شده اند:
risheyema.ir

risheyema.inst@gmail.com

در آینده برخی محتواهای تکمیلی در زمینه المپیاد ریاضی نیز روی سایت قرار خواهد گرفت. 
در پایان توفیق و رشد و پیش رفت و موفقیت در همه جنبه های زندگی را برای همه خوانندگان محترم این کتاب 
از خداوند منان خواستاریم. امید است این اثر گامی هر چند کوچک باشد در راستای رشد و بروز استعدادهای 

دانش آموزان عزیز میهن مان.
                                                                                              نویسندگان – زمستان ۱۴۰۲



 ریاضیات از قدیمی ترین علوم بشری است که قرن ها ذهن باهوش ترین انسان ها را به خود مشغول کرده 
 است. تقسیم ریاضیات به دو دسته ریاضیات دانشگاهی و ریاضیات دبیرستانی به نظر من تقسیم بندی 
خوبی نیست. ریاضیات، ریاضیات است؛ چه در سطح دبیرستان و چه در سطح دانشگاه! و نیز ریاضیات 
مبتذل، هم در سطح دبیرستان وجود دارد و هم در سطح دانشگاه. همان طور که ریاضیات اصیل و ارزشمند 
نیز هم در سطح دبیرستان وجود دارد و هم در سطح دانشگاه. یک ریاضیدان خوب در دییرستان شروع به 
ساخته شدن می کند و برای این منظور به منابع ناب و مسائل مبارزه طلب نیاز دارد. اگر به شرکت کنندگان 
تراز اول  از ریاضیدانان  المپیادهای ریاضی نگاه کنیم متوجه خواهیم شد که بسیاری  دوره های گذشته 
)مانند پروفسور مریم میرزاخانی( از  بین آن ها بوده اند. بنابراین تولید محتوای با ارزش برای دانش آموزان 
در مدارس که عطش یادگیری دارند، از واجبات است. در همین راستا، کتاب جبر آقایان میثم اسکندری 
و مهدی صفا با دقت فراوان در انتخاب مطالب و مسائل تهیه شده و می تواند برای نسل نوجوان تشنه 

یادگیری منبع خوبی باشد. 
جبر که خود بخش بسیار بزرگی از ریاضیات اصیل محسوب می شود، بسیار گسترده است و داشتن یک 

پیش زمینه قوی در آن برای کسانی که میخواهند بطور جدی در ریاضیات کار کنند الزامی است.  
کتاب پیش رو برای برداشتن قدم های نخستین در این راه مفید است، هر چند که بخش بسیار بسیار 

کوچکی از این حیطه گسترده از ریاضیات را در بر می گیرد.
به امید اینکه توجه به تهیه چنین منابعی در سطح دبیرستان فراگیر شود.

امیر جعفری- بهمن ماه ۱۴۰۲
دانشگاه صنعتی شریف

پیشنهاد کتاب از زبان دکتر امیر جعفری1

1 - دارنده مدال نقره المپیاد ریاضی جهانی سال 1992 و عضو هیئت علمی دانشکده ریاضی دانشگاه صنعتی شریف 





1
نامساوی ها

را  دوم  مرحله  جبر  ریاضی  المپیاد  نردبان  کتاب  اول  بخش 

به  را  نامساوی ها  اول  فصل  و  کرده ایم  شروع  نامساو ها  با 

نامساوی های واسطه و مخصوصاً نامساوی حسابی- هندسی 

اختصاص داده ایم. در کتاب جبر مرحله اول از همین مجموعه، 

با خواص اصلی نامساوی ها و نیز نامساوی های واسطه آشنا 

شده اید و چندین مثال هم حل شده است. در این کتاب که 

مخصوص مرحله دوم المپیاد ریاضی است، سؤالات مشکل تر 

و جالب تری را بیان و اثبات خواهیم کرد.



که  باشد  ابزاری  پرکاربردترین  حال  عین  در  و  ساده ترین  واسطه،  چندگانة  نامساوی های  گفت  بتوان  شاید 
دانش آموزان در حل مسائل نامساوی از آن ها استفاده می کنند، به عبارت دیگر در غالب موارد، اولین تلاش برای 
حل یک مسئله نامساوی به این واسطه ها منجر می شود. با مثال های زیر که اثبات نامساوی حسابی- هندسی در 

حالات 3 و 4 تایی هستند شروع می کنیم.

  1-1 مثال

اگر b ،a و c سه عدد حقیقی و مثبت باشند، ثابت کنید:                                   

+ + ≥ 3
3

a b c abc     
. = =a b c و تساوی هنگامی است که 

راهحل:  همان طور که در کتاب مرحله اول هم مشاهده شد تغییر متغیّر زیر می تواند مؤثر باشد:"

, که در آن y ،x و z  سه عدد حقیقی هستند. لذا باید ثابت کرد:    ,= = =3 3 3a x b y c z

+ + ≥3 3 3 3x y z xyz

با توجه به اتحاد اویلر داریم:               

( )( )+ + = + + + + − − − +3 3 3 2 2 2 3x y z x y z x y z xy yz zx xyz  

( )( )+ + − = + + + + − − −3 3 3 2 2 23x y z xyz x y z x y z xy yz zx پس:                  
یعنی باید ثابت کنیم:                                    

( )( )+ + + + − − − ≥2 2 2 0x y z x y z xy yz zx    
، پس کافی است ثابت کنیم:                           ( )+ + ≥ 0x y z امّا 

( )+ + − − − ≥2 2 2 0x y z xy yz zx     
+ به  ≥2 2 2x y xy که اگر به خاطر داشته باشید این حکم، در کتاب مرحله اول اثبات شده و از تکرار رابطه 

 . = =a b c = یا معادلاً  =x y z دست می آید و تساوی زمانی است که 

فصل اول
نامساوی  واسطه ها
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این مسأله نشان می دهد که برای سه عدد مثبت b ،a و c خواهیم داشت:

≤ واسطة حسابی واسطة هندسی 

 2-1 مثال

برای چهار عدد حقیقی و مثبت c ،b ،a و d  ثابت کنید:                                
+ + + ≥ 4

4
a b c d abcd   

+ استفاده می کنیم. داریم:"
≥2

x y xy راهحل:  برای اثبات این مثال، دو بار از نامساوی 

.
+ +++ + + + += ≥ × ≥ × = 42 2

4 2 2 2

a b c d
a b c d a b c d ab cd abcd 

آیا می توان این حکم را تعمیم داد؟ یعنی به عبارت دیگر آیا این نکته درست است که واسطة حسابی n عدد 

مثبت حقیقی بزرگ تر یا مساوی است از واسطة هندسی آن ها؟

)نامساوی حسابی- هندسی( قضیه 1-1. 

، n عدد حقیقی و مثبت باشند. ثابت کنید: na ، . . . و  2a  ، 1a فرض کنید 
+ + +

≥1 2
1 2


n n n

a a a
a a a

n

توضیح: این نامساوی که به نامساوی میانگین حسابی- هندسی مشهور است، اثبات های متعدّدی دارد. 

در اینجا یک اثبات که جالب تر از سایر اثبات ها به نظر می رسد را بیان می کنیم:

همان طور که می دانید استقراء ریاضی یکی از اصول مهم در ریاضیّات است و انواع مختلفی هم دارد، یکی 

از کارآمدترین آن ها بنام »استقراء قهقرایی« مشهور است که بدین ترتیب عمل می کند:

فرض کنید بخواهیم حکمی را برای مجموعة اعداد طبیعی اثبات کنیم:

1( ابتدا این حکم را برای پایة استقراء یعنی اعداد ابتدایی ثابت می کنیم.

> دنبالة صعودی و نامتناهی از اعداد طبیعی باشد. سپس این حکم را  < <1 2 3 x x x 2( فرض کنید 

 است اثبات می کنیم. } که زیرمجموعه ی از  , , , }1 2 3 x x x برای مجموعة 

3( فرض می کنیم که حکم به ازای m دلخواه از اعداد طبیعی درست باشد، آنگاه نشان می دهیم این حکم 

1m− هم درست می باشد. برای 

بدین ترتیب به راحتی مشاهده می شود که حکم مورد نظر را برای کل اعداد طبیعی اثبات کرده ایم.
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 اثبات قضیه ی 1-1:

= تعداد متغیرها( n اثبات بر پایة »استقراء قهقرایی« می باشد: )استقراء روی 

=, اثبات را قبلًا آورده ایم  2 3n 1( برای حالت های 

، حکم فوق را اثبات می کنیم. خود این حکم هم با استقرای ساده  , , , ¾¨= =1 2 3 2 i
ii x 2( برای دنبالة 

= را قبلًا اثبات کرده ایم. 2n x = و  1n x قابل اثبات است. حالت های 

2n داریم: ، قضیه را ثابت کرده ایم برای  , , , , −2 3 12 2 2 2 n فرض کنید برای اعداد 

2na را در نظر می گیریم باید ثابت کنیم: ، . . . و  2a  ، 1a اعداد 
+ + +

≥
1 2 2 2 1 2 22




n n
nn

a a a
a a a

12n− داریم: طبق حالت 

 − −
−−

+ + +
≥ × × ×

1 1
1

1 2 2 2 1 2 212



n n

nn

a a a
a a a   )1(

− −
−

+
+−

+ +
≥ × ×

1 1
1

2 1 2 2 2 1 212



n n n

n nn

a a
a a       )2(

از جمع کردن روابط )1( و )2( داریم:

− −
− − +−

+ + +
≥ +1 1

1 1
1 2 2 2 21 2 2 2 1 212


 

n n n
n n nn

a a a
a a a a a

 −
− += 1
12 2 1 2n

n nB a a − و 
−= 1
12 1 2 2n

nA a a a قرار دهید 

+ + + +≥
1 2 2

22
 n

n

a a a A B لذا داریم:                                    

+ پس: ≥2
A B AB = داریم  2n امّا با توجه به حالت خاص این نامساوی برای 

+ + +
≥ =

1 2 2 2 1 2 22



n n

nn

a a a
AB a a a

, حکم مسأله اثبات شده است. , ,= 2 4 8 n پس تاکنون برای اعداد 

1m− متغیّر دیگر  3( در مرحلة آخر ثابت می کنیم اگر این قضیه برای m متغیّر درست باشد آنگاه برای هر 

1mb− ثابت کنیم: ، . . . و  2b  ، 1b هم درست است. پس فرض کنید می خواهیم برای اعداد 

− − −
+ + +

≥
−

1 2 1 1 1 2 11


m m m
b b b

b b b
m
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ma همواره داریم: ، . . . و  2a  ، 1a با این فرض که برای هر m عدد دلخواه 
+ + +

≥1 2
1 2


m m m

a a a
a a a

m

برای اثبات حکم این m عدد دلخواه را این گونه قرار می دهیم:

, , , , −
− −

+ + +
= = = =

−
1 2 1

1 1 2 2 1 1 1


 m
m m m

b b b
a b a b a b a

m

پس داریم:
−

− −
+ + +

+ + + ++ + + + + +−= =
−

1 2 1
1 2 11 2 1 2 11

1


 

m
mm m

b b b
b b ba a a b b bm

m m m

و داریم:
−

−
+ + +

=
−

1 2 1
1 2 1 2 1 1


  mmm m m

b b b
a a a b b b

m

+امّا برای m داشتیم: + +
≥1 2

1 2


m m m
a a a

a a a
m

پس: 
− −

−
+ + + + + +

≥
− −

1 2 1 1 2 1
1 2 11 1

 
m mm m

b b b b b b
b b b

m m

که معادل عبارت 
( )

−
−

−
+ + +

≥
−

1
1 2 1

1 2 11



m

m
m

b b b
b b b

m

− − −
+ + +

≥
−

1 2 1 1 1 2 11


m m m
b b b

b b b
m

می باشد که همان                   

1mb− حکم مسأله را اثبات کردیم. به این ترتیب سه مرحلة  ، . . . و  2b  ، 1b 1m− عدد  است. پس ما برای هر 

 .درست می باشد ∈n یک »استقرای قهقرایی« تکمیل شده است و حکم قضیه برای هر

)نامساوی های واسطه( قضیه 2-1. 

، n عدد حقیقی و مثبت باشند، ثابت کنید: na ، . . . و  2a  ، 1a اگر 

+ + + + + +
≥ ≥ ≥

+ + +

2 2 2
1 2 1 2

1 2

1 2
1 1 1

 




n n n n

n

a a a a a a na a a
n n

a a a

 �                                                �
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توضیح: همان طور که مشاهده می شود، قضیة 1-1، زیرمجموعه ای از این قضیه است، به عبارت دیگر 

na داریم: ، . . . و  2a  ، 1a این قضیه بیان می کند که برای هر n عدد 

( , , , )1 2  na a a ) واسطة مربعی  , , , )≥ 1 2  na a a ≤ واسطة حسابی 

( , , , )≥ 1 2  na a a ) واسطة هندسی  , , , )≥ 1 2  na a a واسطة توافقی 

  اثبات قضیه ی 2-1: 

همان طور که مشاهده می شود این قضیه شامل سه نامساوی است:

( )

( )

( )

+ + + + + +
≥

+ + +
≥

≥
+ + +

2 2 2
1 2 1 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1

2

31 1 1

 







n n

n n n

n n

n

a a a a a a
n n

a a a
a a a

n

na a a

a a a

نامساوی شمارة )2( را که همان قضیة 1 در همین فصل می باشد، قبلًا اثبات کردیم. برای اثبات نامساوی 

شمارة )3( از نامساوی واسطة حسابی- هندسی کمک می گیریم:
+ + +

≥ ⇒ ≥
+ + +

1 2
1 2

1
1 2

2

1 1 1
1 1 1

1 1 1


 


n nn n
n

n

a a a na a a
n a a a

a a a

اثبات نامساوی شمارة )1(: با مجذور کردن طرفین و پس از ساده سازی به این صورت تبدیل می شود:

( ) ( )+ + + ≥ + + +2 2 2 2
1 2 1 2 n nn a a a a a a

شکل  به  را   ( )+ + + 2
1 2  na a a عبارت  است  کافی  بالا  نامساوی  اثبات  برای 

+ را ساده  + +2 2 2
1 2  na a a +− نوشت. و از طرفین یک عبارت  + + + + +2 2 2

1 2 1 2 12 2 n n na a a a a a a

 نماییم و به رابطه زیر برسیم:

( ) ( ) ( )−− + + + ≥ + + +2 2 2
1 2 1 2 1 3 11 2 n n nn a a a a a a a a a

، و جمع همة این روابط، به راحتی حکم به  ≤ < ≤1 i j n + برای هر  ≥2 2 2i j i ja a a a که با توجه به رابطة 

 .دست می آید

�    ��    � �      �
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حال برای درک بهتر موضوع، چند مسأله را که با این واسطه ها قابل اثبات است، می آوریم، هر چند که کاربرد 

این نامساوی ها در حل مسایل بسیار زیاد است و این مثال ها تنها پاره ای از این مسایل می باشند.

3-1 مثال

na ثابت کنید:                   ، . . . و  2a  ، 1a برای اعداد مثبت

( )+ + + + + + ≥ 2
1 2

1 2
1 1 1 n

n
a a a n

a a a

راهحلاوّل: با ضرب کردن طرف چپ نابرابری و دسته بندی آن را به این شکل می نویسیم:"
−

−
+ + + + + ≥ 21 2 1

2 1 1
 n n

n n

a a a a
n n

a a a a

) می باشد. ) ( )−
=

1
2 2

n nn دقّت کنید تعداد جملات در عبارت فوق برابر 

+ بزرگ تر یا مساوی 2  ji
j i

aa
a a + را اثبات کرده ایم. پس هر کدام از جملات  ≥ 2a b

b a
در ضمن از قبل رابطه 

) جمله داریم می توان نوشت: )−1
2

n n هستند و چون 

( ) ( )−
−

−
+ + + + + ≥ + × = + − =2 21 2 1

2 1 1
12 2 n n

n n

a a a a n nn n n n n n
a a a a

 .و حکم مسأله اثبات می شود

≤ واسطة حسابی« لذا:   " راهحلدوم:با توجه به قضیة 1-2 داریم »واسطة توافقی 
+ + +

≥
+ + +

1 2

1 2
1 1 1





n

n

a a a n
n

a a a

 .که با ساده کردن به همان خواستة مسأله تبدیل می شود

4-1 مثال

برای عددهای حقیقی و مثبت b ،a و c نشان دهید:

 + + + +≥ ≥ 3
3 3

a b c ab bc ca abc +                        )ب(  + ++ + ≥ 6b c c a a b
a b c

)الف( 

راهحل:   )الف(. ابتدا هر کدام از سه کسر را به صورت زیر تفکیک می کنیم"

, ,+ + += + = + = +

+ + +⇒ + + = + + + + +

b c b c c a c a a b a b
a a a b b b c c c

b c c a a b b c c a a b
a b c a a b b b c

�                                       �
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